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1. Tabli¢no deriviranje

fx+Ax)—f(x)

Derivacija funkcije f (x) u tocki x je f'(x) = limp,_o o

Tablica osnovnih derivacija:

(sinx) = cosx
’

(cosx) =-sinx

Pravila za deriviranje

!

Derivacija zbroja i razlike: (utv) =u’ £V’

’
Derivacija umnoska: (u-v) =uv+uv

!

Derivacija funkcije pomnoZene s konstantom: (C . u) =C-u

!

’

! !
Derivacija kvocijenta: (Ej _uv-uv

Vv v?




Primjer 1.
Deriviraj y = x°
Rjesenje
Vidimo po tablici derivacija (x")' =nx"?, stimedajen = 6.
y' =6x5"1=6x5
Primjer 2.
Deriviraj y = 4 x”
Rjesenje

U ovom sluéaju deriviramo umnoZak te primijenjujemo formulu (¢ - u)’ = ¢ - u’

y =47

y' =4-7x°

y' =28x°
Primjer 3.

Derivirajy =5x*—7x3+8x>—-6x+9
Rjesenje
Primjenimo formulu za derivaciju zbroja i razlike (u + v)’ = u’ + v’ te Primjer 1 i Primjer 2
y' =5-4x3—-7-3x2+8:2x—-6-1+0
y' =20x3-21x2+16x—6
Primjer 4.
Derivirajy = 3sinx
Rjesenje
y' =3-(sinx)’
y' =3cosx
Primjer 5.
Derivirajy = =5 Inx

Rjesenje



Primjer 6.

Derrivirajy = 3 e*

RjeSenje
y'=3(e")
y' =3e*
Primjer 7.

Derivirajy =5+ 7%

RjeSenje
y'=5-7*1n7
y'=5In7 -7*

Primjer 8.

Derivirajy = \/§—§+ 6i/§+i—§
Rjesenje

Da bi mogli derivirati ovu funkciju, prvo moramo sve zapisati u obliku potencija s racionalnim
eksponentima

1 1
y=xz—5x"1+6x5+12x3

!

Sad deriviramo primjenjujuci formulu (X”) =nx"?

!

1 1 4
y ==x2-5(-1)x"%+6 ‘g x 5+12-(=3)x~*

N| =

Dobiveni rezultat zapisujemo u obliku korjena i razlomaka

1 5 6 36

!

RPN AT

Primjer 9.

Derivirajy=xl2+6 W—;_S+9 V@
X

Rjesenje

1 5 8
y=7x2+6x3—8x 6+9x5



1 2 5\ 11 8 3
y’=7-(—2)x‘3+6-—x_§—8-<——> x 6 +9-— x5
3 6 5

T4, 2 20 +72%/?
Yo Yz 39x11 5

Primjer 10.

Derivirajy = x e*
Rjesenje
Primjenjujemo formulu za darivaciju umnoska (u v)’ = u'v + u v’
y' =) e* +x(e¥)
y'=1-e*+x-e*
y' =e*(1+x)
Primjer 11.
Derivirajy = (5 x? — 8)(4x + 3 x2)
Rjesenje
y' = (5x%—-8)(4x +3x%)+ (5x% —8)(4x + 3 x?)’
y =10x (4x +3x3)+(5x2—8)(4 +6x)
y' =40x2+30x3+20x2+30x3—-32—-48«x
y' =60x3+60x%—48x — 32
Primjer 12.
Derivirajy = x°Inx
Rjesenje
y' = (x*) Inx + x> (Inx)’

"=5x*Inx +x°—
y x

y' =5x*Inx + x*

y' = x*(1+5Inx)
Primjer 13.

Deriviraj y = 7 x3sinx

Rjesenje



y' =7[(x3) sinx + x3 (sinx)']
y' = 7[3x?sinx + 7 x3 cos x]

y' =7 x?% (3sinx + x cos x)

Primjer 14.
Derivirajy = (8 x3 —6x? —4x +3) e*
RjeSenje
y' ' =B8x3—6x2—4x+3)e¥+(8x3—-6x%—4x+3)(e¥)
y' ' =24x*—12x—4)e*+ (8x3—6x2—4x+3)e*
y' =(4x*—12x—-4+8x3-6x>—4x+3)e*

y'=(8x3+18x2—-16x—1)e*

Primjer 15.
..o . 5x—-2
Derivirajy = o
Rjesenje
Deriviramo po formuli za derivaciju koli¢nika (%)’ = %

_ (5x=2)" - 4x — (5x — 2) - (4x)’

!

(4x)?
, S5 4x—(5x-2)-4
y = 16 x2
, 20x—20x+8
Y= 16 x2
, 8 1

Y = Texz 212

Primjer 16.
Deriviraj y = 2;7_:
Rjesenje

!

_(2—7x)’(6x—5)—(2—7x)(6x—5)’
- (2 -7 x)?

_—7(6x—5)—(2—7x)6
- (2 —7x)2

!




,  —42x+35-12+42x

y = (2—7x)?
L 23

Y =2 =72

Primjer 17.
.. 3x?-5x+4

Deriviraj y= Tox—axZ

Rjesenje
(Bx2—5x+4)(7x—4x?)—3x*>—-5x+4) (7x —4x?)
y =

(7x — 4 x2)2

y_(6x—5)(7x—4x2)—(3x2—5x+4)(7—8x)

(7x — 4 x2)2

!

—(21x%2—-24x3—-35x+40x%+28—-32x)

_42x2—24x3—35x+20x2

y (7x — 4 x2)2
,  42x*—24x%—35x+20x*—21x%+24x> +35x—40x% — 28+ 32x
y = (7x — 4 x2)2
, x*+32x—28
y = (7x — 4 x2)2
Primjer 18.
_ sinx — cosx
y= sinx + cosx
Rjesenja
, _ (sinx —cosx)’(sinx + cosx) — (sinx — cosx)(sinx + cos x)’
Y= (sinx + cos x)?
, (cosx+sinx)(sinx + cosx) — (sinx — cos x)(cosx — sinx)
y= (sinx + cos x)?
, _ cos?x + 2sinx cosx + sin® x — (2sinx cos x —sin® x — cos® x)
Y= (sinx + cos x)?
, _ cos?x + 2sinx cosx +sin® x — 2sinx cos x +sin® x + cos” x
Y= (sinx + cos x)?
. 2(sin®* x + cos®x)
y =

(sinx + cos x)?



2

!

y =(sinx+cosx)2
Primjer 19.
ex
Y Y+ 5x—7
Rjesenje
, (@) +5x-7)—e* (x*+5x—7)
B (x2+5x—-7)?
, _e*(x*+5x—-7)—e*(2x+5)
y = (x2+5x—7)?
, e*(x*+5x—-7-2x—5)
- (x2+5x—7)2
. e*(x*+3x-12)
y =

(x2+5x—7)2

Zadatak 1. Deriviraj sljedece funkcije.

a) f(x)=x"-3x
) f(X)=6x>-11x*+3x* —6x-17

4 3 11 1

o) f(x)=5x%—18x2 +4x* +2x°
d) f(x):&—5ﬁ+§_i4
X

e) f(x):%—uWn\/F—ve_‘l
X

f f(x)=12"
g f(x)=6-7"
h) f(x)=10Inx
i) f(x)=log, x



Zadatak 2. Deriviraj sljedece funkcije.

a) f(X)=(x*-6x)(5x+3)

p) T(X)=(x*+3x*-6)(3x* -7)

o f(x)=(3x"=5x* —5x)(2x* —6x +1)
d) f(x)=(4x-5)e"

e) f(X)=(3x*-6x+5)Inx

f) f(x)=3e*(2x* —%)

g f(x)=6"(6x-3
h) f(x)=(6x+4)sinx
) F(X)=0@x*-x-7)tanx

Zadatak 3. Deriviraj sljedece funkcije.

3x+5

5x -1

6X

8—X

x* +1

X+1

3x° -4

5X —7x°
7x*> —6x—-5
—2X? +5x -7
)=

X+3

tanx -1
cotx—1

e* +3

2—¢”

a) f(x)=

b) f(x)=

o f()=

d f()=

e) f(x)=

gl f(x)=

h) f(x)=




2. Deriviranje slozene funkcije
Primjer 1.
y' = (3x—8)
Rjesenje
Primjenjujemo formulu za derivaciju sloZene funkcije u(v)' = u'(v) - v’

Primjetimodajev = 3x — 8, u = v’ §toznadidajeu’ = 7v°®- v’
Slijediy’ = 7(3x — 8)¢ - (3x — 8)’
y' = 7(3x — 8)® -3 = 21(3x — 8)°
Primjer 2.
y = (6x3 — 7x? — 8)1!
Rjesenje
Primjetimodajev = 6x3 — 7x? — 8, u = v!!

y' =11(6x3 — 7x? — 8)1° - (6x3 — 7x? — 8)’

y' =11(6x3 — 7x? — 8)10 - (18x2? — 14x) = 11(18x2 — 14x)(6x3 — 7x2 — 8)1°
y' =22(9x? — 7x)

Primjer 3.
Derivirajy = V3x2 -5
Rjesenje
Prvo korijen zapiSemo u obliku potencije s racionalnim eksponentom a onda deriviramo.
y = (3x%— 5)§

1
y =2(3x2—5)72- (3x% = 5)’

1 1 1
y' = %(sz —5)2-6x = % 6x-(3x>—5)"z=6x(3x2—-5)"2
y 6
y = 3x2-5
Primjer 4.

Deriviraj y = Y7x% — 6x3 + 2x — 7



Rjesenje
1
y = (7x* —6x3 +2x —7)s
4
Y =2 (7x* —6x® +2x = 7) 75 (Tx* — 6x3 + 2x = 7)

4
y = %(7,64 —6x3 +2x —7)75 - (28x3 — 18x% + 2)

, 28x3-18x2%+2

Y= 55/ (7x*—6x3+2x—-7)*

Primjer 5.
Derivirajy = S —
1V = */(2x3—5x+3)3
Rjesenje

3
y=12(2x% —5x+3)7+
3 _7
y = 12-(—1)-(2x3—5x+3) +-(2x3 —5x + 3)’

7
y'=—-9-(2x3—5x+3)7+ (6x%2—5)

_ —9(6x2 - 5)
Y(2x® —5x +3)

!

y

, —9(6x% —5)
y =
(2x3 — 5x + 3)3/(2x3 — 5x + 3)3

Primjer 6.
Deriviraj y = In(3x2 + 8x — 4)

Rjesenje

Primjetimo dajev = 3x% + 8x — 4, u = Invislijediu’ =

y' :m. (3x? 4+ 8x — 4)’
1 6x + 8
Y = nare—a T T 5ae g
Primjer 7.
3x-4

Deriviraj y = In ——



Rjesenje

.1 3x—4,
Y =5—1 G5y

2 —5x
, 2—5x 3(2—5x) — (3x—4)(-5)
Y T3x—4 (2 — 5x)2
, 2—5x 6—15x — (—15x + 20)
Y T 3x—4 (2 —5x)?
,_2—5x 6 —15x + 15x — 20
Y T 3x—4 (2 —5x)2

, 2-5x  —14 ~14
Y T 3x—4 (2-5x)?2 (Bx—4)(2-5%)

Primjer 8.

Derivirajy = In% x
RjeSenje

Funciju moZemo zapisatii y = (Inx)2. Primjetimodajev = Inxiu = v?
y' =2Inx-(Inx)

o) 1_21nx
y =2Inx v

x
Primjer 9.

Derivirajy = Insinx
Rjesenje

Primjetimodajev =sinxiu =Inv

1
y' = ——-(sinx)’

sinx
, 1 cosx
y == COSX = —; =ctgx
sinx sinx

Primjer 10.
Deriviraj y = sin x?
Primjetimo daje v = x? iu = sinwv.
y' = cosx? - (x?)

y' = cosx? - 2x = 2x cos x?



Primjer 11.
Deriviraj y = sin® x
Rjesenje
Funkciju moZemo zapisati iy = (sinx)?
Primjetimo da je v = sinx i u = v?
y' = 2sinx - (sinx)’
y' = 2sinx cosx = sin2x
Primjer 12.
Derivirajy = e**~7
Rjesenje
Primjetimodajev=4x—7iu=¢e"
y' =e** 7. (4x - 7)
y' = e¥7 . 4 = 4etx7
Primjer 13.
Deriviraj y = g% +2x+9
Rjesenje
y' = 3 +2x+9 , (4x3 + 2x + 9)’
y' = X3 +2x+9 , (12x2 +2) = (12x2 + 2)e4x3+2x+9
y' =2(6x2 + 1)e4x3+2x+9
Primjer 14.
Odrediy’,y" iy zay = 4x* — 7x3 + 11x?> —x + 15
Rjesenje
y' =16x3 —21x% +22x — 1
y'" =48x? — 42x + 22
y'"' =96x —42

Primjer 15.

Odrediy’,y" iy zay = % —Vx + % —23/x14



Rjesenje

" =8 —3+2 _§+60 -6 52 %
y'" =8x 9x x c X
g 82 60 252,05
x3 95 x® 25
- 10 _g 36057 1008 _%
Y =247t - ox VT
24 10 360 1008
Y x*  273x%8 x7  1253x
Primjer 16.

Odrediy’,y" iy zay =

2x+9
Rjesenje
,_3-(2x+9)—(3x—7)-2
B (2x + 9)?
,_6x+27—6x+14
Y T T (2x +9)?
= ———— =41(2x+9)72
Y = oy M@t

y'" lak$e se izratuna ukoliko y’ deriviramo kao sloZenu funkciju

y" = —82(2x +9)73- (2x + 9)’

y" =-822x+9)73-2 =-164(2x + 9)~3
,  —164

yo= (2x+9)3

y" =492(2x +9)™*- 2x +9)'
y"" =492(2x+9)7*-2 =984(2x +9)~*

., 984
Y T 2x+ 9



Primjer 17.

. e 2x%-1
Odrediy' iy zay = xf—3x2
Rjesenje

,  4x(x +3x%) — (2x* — 1)(1 + 6x)
Y= (x + 3x2)?

, 4x%+12x% — (2x* +12x% — 1 - 6%)
y= (x + 3x?)?

,4x?+12x% —2x% —12x° + 1+ 6x
y= (x + 3x?)?

, 2x*+6x+1
Y= (x + 3x?)?

y'" éemo lakse iztradunati ako raspisemo nazivnik

,  2x*+6x+1
y T x2 4 6x3 +9x*
, (4x +6)(x? +6x° +9x*) — (2x* + 6x + 1)(2x + 18x* + 36x°)
- (x? + 6x3 + 9x*)?
i 4x3+24x*+36x5+6x2+36x5+54x*—(4x3+36x*+72x5+12x2+108x3+216x* +2x+18x2+36x3)
- (x2+6x3+9x%4)2
i 4x3+24x*+36x5+6x2+36x3+54x—4x3—36x*—72x5-12x2-108x3-216x*—2x—18x2-36x3
yo= (x2+6x3+9x4)2
., —72x° —174x* —108x3 — 24x% — 2x
yo= (x? + 6x3 +9x%)?
Primjer 18.

Odrediy’,y"iy" zay = e**
Rjesenje
y =er - @)
y' = e*’ - 2x = 2x e’
y' deriviramo po formuli za derivaciju umnoska
y" = (2x)e* + Zx(exz)’
y"' =2e" + Zx(e’c2 - 2x)

y" =2e* +2x-2xe* =2 + 4x2e*’



y'=2e" (1+2x?)

Y = (2e%") (1 4 2x2) + 2 ¥ (1 + 2x2)’

" = (2% - 2x)(1 + 2x2) + 2¢*" (4x)

Y = 4xe* (1 + 2x2) + 8xe*” = 4xe*” + 8x3e*” + 8xe*” = 8x3e*” + 12xe*’

y'" = 4xe*” (2 + 3x2)

Primjer 19.
Odrediy’ i y" zay = 5% ~7x*+4x-2
Rjesenje
y' = e5X>—Tx%+a4x-2 (5x3 — 7x% + 4x — 2)’
y! = @S TTX X2 (1552 _ 14y + 4)
y' = (15x2 — 14x + 4)e5%° ~7x" +4x-2
y'" = (15x2 — 14x + 4)'e5% ~7¥*+40-2 4 (15x2 — 14x + 4)(e5x3‘7x2+4x‘2)’
Y = (30x — 14)e5¥ 77X +4x=2 4 (15x2 — 14x + 4)[e5°7¥ +42 . (15x2 — 14x + 4)]
" = (30x — 14)e%¥ 77¥ 4452 4 (15x2 — 14x + 4)(15x2% — 14x + 4)e%¥ ~7¥ +4x~2
" =[(30x — 14) + (15x? — 14x + 4)(15x? — 14x + 4)]e5% 7" +4¥-2

y'" =[30x — 14 + 225x* — 210x3 + 60x2 — 210x3 + 196x2 — 56x + 60x? — 56x +
16]65x3—7x2+4x—2

y" = (225x* — 420x3 + 512x2% — 82x + 2) 5%’ ~7x +4x-2

Zadatak 1. Deriviraj sljedece funkcije.
a) f(x)=(x*+8x)°
b) f(x)=(x*-3x-9)"

1
c) f(X)Zm

d) f(X)=+3x+4
e) f(x)=34x*>-3x+8
) f(x)=4@18x° —2)°



6
e (4x? —3x—-1)*
h) f(x)=(7x*-5)"(2x+5)°
i) F(X)=(@x2—4x+1D4x+9

gl f(x)=

Zadatak 2. Deriviraj sljedece funkcije.

a) f(x)=e>"

b) f (X) — e2X2—5X—8
3x-2
0 f(x)=e’ >

d) f(X) — 45x+l
e) f(xX)=In(x+5)
f) f(x)=In(x*-6x+5)

2X+5
f(x)=In
g) f(x) 31
h) f(x)=InV4x®-7x*+5
3x% —4x

i) ) =logs— 7 >

Zadatak 3. Deriviraj sljedece funkcije.

a) f(x)=sinx®

b) f(x)=sin’x

c) f(x)=cos(2x—-5)

d) f(x)=cos(8x®—-7x-1)
e) f(x)=Incosx

f f(x)= cossi‘xx—l)



3. Tangentainormala

Primjer 1.
Odredi jednadibu tangente nay = 2x? — 5x — 3 u to&ki x, = 2

RjeSenje
Primjenjujemo formulu za jednadzbu tangente na f(x) uxy : vy — yo = f'(x0) (x — x¢)
Da bi mogli uvrstiti u formulu prvo je potrebno izraunati y,, f'(x) if'(xo)
yo=f(xg) =2-22-5:2—-3=-5
f'(x) =4x -5
fl)=f'(2)=4-2-5=3
Uvrstimo dobiveno u formulu
y—(=5)=3(x-2)
y=3x—-11

Primjer 2.
Odredi jednadZbe tangente i normale nay = % utockixg =3

Rjesenje

Prvo moramo izraunati y,, f'(x) if'(xo)

5:3—6 3
J’o=f(xo)=m=§
. 5-(4x+3)—(5x—6)-4 39
f1) = (4x + 3)2 = (4x + 3)2
39 13
f(xo) =

(4-3+3)2 75

Uvrstimo u formulu za trangentu

3_13 .

y 5—75(x )
3 13 13

Y 5T 75% 25
_13_ .2

Y =75% T35

Uvrstimo u formulu za normalu



Zadatak 1. Odredi tangentu i normalu funkcije u tocki.

a)

b)

c)

d)

e)

f)

g)

h)

f(X)=x*-5x-1, X, =2

f(X)=(x*-2x*-2)*, x, =
3x-1

f(x)= ) Xg =3

0= a2 e

f(X) =v6x-7, X, :E

f(x) =34x* -3, x, =%
F(x) = 2+x P
f(x):e T _7x+3, X, =4
5x+3
f=2""%X x =0
. 1 3
f(X) =sin(2x——), x, = —
(x) =sin( 4) 0= g



4. Pad irast funkcije. Ekstremi

Kazemo da funkcija f strogo raste na intervalu <a, b>

ako za svaki x4, x, € {(a, b) vrijedi x; < x; = f(x1) < f(x3).

Kazemo da funkcija f raste na intervalu <a, b>

ako za svaki x4, x, € {(a, b) vrijedi x; < x, = f(x1) < f(x3).

Kazemo da funkcija f strogo pada na intervalu <a, b>

ako za svaki xq,x, € {(a, b) vrijedi x; < x, = f(x1) > f(x3).

Kazemo da funkcija f pada na intervalu <a, b>

ako za svaki x4, x, € (a, b) vrijedi x; < x5, = f(x1) = f(x2).

Padajuce ili rastuce funkcije zovemo jednim imenom monotone funkcije, a intervale rasta/pada
funkcije intervalima monotonosti.

Kako prva derivacija funkcije f u to¢ki T(XO, f (XO)) daje informaciju o koeficijentu smijera tangente
u toj tocki pomocu derivacije mozemo odrediti i intervala rasta ili pada funkcije.

y

WANEL

S\

F=0

Ako je f'(X) > Qu svakoj tocki intervala <a, b> tada funkcija raste na <a,b>.

Ako je f'(X) < Ou svakoj tockiintervala <a, b> tada funkcija pada na <a,b>.




Primjer 1. Odredimo intervale rasta/pada funkcije f(X)=-2x>—x*+3.
Rjesenje:

Domena ove funkcije je cijeli skup realnih brojeva (R).

Odredimo prvu defivaciju funkcije f: f'(X) = —6x* —2X

Odredimo predznak prve derivacije funkcije. Predznak derivacije mijenja se u njenoj nultocki.
! 2 1
f'(x) =—6x>—2x=0 < -2x(3x+1)= 0 < X, =0, X, =3

Nultocke derivacije unesemo u tablicu.

predznak f'(X) - + -

f(x) N 7 N

Na intervalu <_§' 0) funkcija raste.

Na intervalima (—oo, —%),(O, +o0) funkcija pada.

Pogledajmo graf te funkcije kako bi provjerili nasu tvrdnju:

——




1 1
Kako je f'(0) = f '(— 5) = O tangente u to¢kama (O, yl) i (— 3 yszaralelne su s x osi. Takve
tocke nazivamo stacionarne tocke.

Stacionarna tocka funkcije je svaka to¢ka X, za koju vrijedi: f'(x,)=0.

Zadatak 1. Odredite intervale monotonosti sljedecih funkcija.
a) f(x)=x*-6x+1
b) f(X)=-x-x+2
o f(X)=x>-2x"+x-3

d f(x)=x"+4x-5

e) f(x):é

f) f(x)=x+1
X

X
f(x) =
gl f(x .

h) f(X)=x+Inx

i) f(X)=Ihvx+2

Funkcija f ima lokalni minimum u tocki X, ako postoji interval <a,b> (xo € (a, b)) takav da vrijedi

f(X,) < f(X)za svakix € (a, b),x # x,.

Funkcija f ima lokalni maksimum u tocki X, ako postoji interval <a, b> (xo € (a, b)) takav da vrijedi

f(X,) > f(X)zasvakix € (a,b),x # x.

Ako funkcija ima lokalni maksimum ili lokalni minimum u tocki X, kazemo daima

lokalni ekstrem u X .




Poucak:
Neka funkcija f :<a, b> — R ima lokalni ekstrem u togki X, € <a, b>.

Ako postoji f'(x,) tadaje f'(x,)=0.

Kandidati za lokalni ekstrem: stacionarne tocke i tocke gdje ne postoji derivacija funkcije.

Ako funkcija f ima stacionarnu tocku u X, iu X, prva derivacija funkcije mijenja svoj predznak

tada u X, funkcija f ima lokalni ekstrem.

Postupak odredivanja intervala monotonosti i lokalnih ekstrema funkcije f:

1. Odrediti domenu funkcije f.

2. Odrediti f'(x).

3. Rijesiti jednadzbu f'(X) =0 tj. odrediti stacionarne tocke.

4. Napraviti tablicu s intervalima monotonosti i odrediti predznake f’'(X) (intervale

odreduje domena i stacionarne tocke).
5. Odrediti tocke lokalnog minimuma/maksimuma.

Primjer 2. Odredimo intervale monotonosti i ekstreme funkcije f(X) = x-Inx

Rjesenje:
1. Domena funkcije:
Zbog logaritamske funkcije In X mora biti x>0 = D=R"
2. Odredimo prvu derivaciju funkcije f:

f’(x):(x-lnx)' S+ x-S =Inx+1
X

3. Stacionarne tocke: rijesimo jednadzbu f'(x) =0

f'(xX)=Inx+1=0=Inx=-1<x=¢" :1z0.3679

e
4. - 5.Tablica- odredivanje predznaka prve derivacije, ekstrema:
1
0 e 400
predznak f'(X) - +
f(x) N A
(1 1)
u 0 funkcija nije m —,——
definirana e e

lokalni minimum

1 1
Na intervalu <0,—> funkcija pada, a na <—,+oo> funkcija raste.
e e

1 1
Funkcija dostiZe svoj lokalni minimum u tocki X = —. Minimalna vrijednost funkcije je ——.
S €

Provjerimo ono $to smo dobili racunom na grafu funkcije:



1 (OkEIn| minamgm

Napomena:
Karakter ekstrema funkcije (minimum/maksimum) mozemo odrediti i na osnovu druge derivacije
funkcije f:
1. Odredimo derivacije funkcije f'(x), f"(X).
2. Rijesimo jednadzbu f'(X) =0 tj. odredimo stacionarne toctke
3. Akoje f"(x,)>0 ondajeu X, minimum funkcije.
Akoje f"(X,) <0 ondajeu X, maksimum funkcije.

Ako je f"(X,) =0 onda karakter ekstrema odredujemo pomocu prve derivacije.

Zadatak 2. Odredite intervale monotonosti i ekstreme sljedecih funkcija.
a) f(X)=x*-3x-7

b) f(x)=x*-3x+1

o f(X)=x®-2x"+x-1
d) f(x)=2x*+8x-3

e) f(x)=x>-5x"+1

§ F() =42
X

g) f(x):2x+1
X

2X
h) f(x)=
) T 9+ x?
1_
) f(X) ="
X
2
o)==
e
K fX)=—
In x

) f(X)=InV/x+3

m) f(X) =sin X+ COS X+ X



5. Konveksnost i konkavnost funkcije

f7(x) >0

koeveksna funkcia
1

komdana funcia

f"(x) <0

Korvekan dio

tocka infieksije - preglba

Za funkciju kazemo da je konveksna na nekom intervalu <a, b> ako je graf funkcije iznad tangente na
graf funkcije u bilo kojoj tocki iz tog intervala.
Za funkciju kazemo da je konkavna na nekom intervalu <a, b> ako je graf funkcije ispod tangente na

graf funkcije u bilo kojoj tocki iz tog intervala.



Kako je nagib tangente vezan uz prvu derivaciju funkcije f u tocki X, , konveksnost i konkavnost

funkcije moZemo odrediti na osnovu njene druge derivacije.

Akoje f"(X) > 0u svakojtockiintervala <a, b> tada je funkcija konveksna na <a,b>.

Ako je f"(X) <0 u svakojtockiintervala <a, b> tada je funkcija konkavna na <a,b>.

Tocku X, u kojoj konveksnost prelazi u konkavnost i obrnuto zovemo tockom pregiba ili infleksije. Za

nju vrijedida je f"(x,)=0.

Postupak odredivanja intervala konveksnosti i konkavnosti funkcije f:

1. Odrediti domenu funkcije f.

2. Odrediti f"(x).

3. Rijesiti jednadzbu f"(X) =0 tj. odrediti tocke pregiba ili infleksije.

4. Napraviti tablicu s intervalima konveksnosti/konkavnosti i odrediti predznake f"(X)
(intervale odreduje domena i tocke pregiba).

Primjer 1. Odredimo intervale konkavnosti/konveksnosti funkcije f(X)=x*+4x—1.

Rjesenje:
1. Domena funkcije je cijeli skup realnih brojeva. (D=R)
2. Odredimo drugu derivaciju funkcije f:

f'(x) = (x2 +4x—1)' =2x+4
£7(x) = (2x +4) =2

3. f"(x) > 0za svaki x iz domene funkcije = funkcija je konveksna na cijelom podrugju
definicije.

X
Primjer 2. Odredimo intervale konkavnosti/konveksnosti funkcije f(X) = 1

i.  Domena funkcije:
Zbog nazivnika mora biti X —1# 0 = D;=R\ {1}
ii. Odredimo drugu derivaciju funkcije f:

e (xilj’ =,1'(?x_ —1)1)_2)(.1 ey

"o-(555) o

iii. f "(x) = 0za svaki x iz domene funkcije, ali mijenja predznak zbog prekida u domeni

funkcije. Nema tocke infleksije.



iv. Napravimo tablicu:

predznak f"(X)

- +

f(x)

konkavna M konveksna W

u 1 funkcija nije definirana

Na intervalu <— oo,1> funkcija je konkavna, a na <1,+oo> konveksna.

Zadatak 1. Odredite intervale konkavnosti/konveksnosti sljedecih funkcija:

a)
b)

c)
d)

e)

f)

g)

h)

f (x) = x* —5x
f(x)=x>-3x+12
f(x)=x®-2x*+2x+1

f(x)=2x*+x-3

F(x) =t
X
X
f(X)=9+X2
f(x)= 2
X
F(X) =25

e



6. Asimptote funkcija

f(x)

~. horizontaina asimptota

vertikaina asimptota

f (X) %053 asimptota

vertikaina asimptota

Jednostavnim rije¢nikom moZemo reci da je asimptota pravac kojem se graf funkcije priblizava a
nikad ga ne dodiruje.

Razlikujemo vertikalne, horizontalne i kose asimptote.

1. Vertikalne asimptote

Ako za funkciju f vrijedi lim f (x) = tooonda je pravac X = C njezina vertikalna
X—C

asimptota.

2. Horizontalne asimptote



Ako za funkciju f vrijedi lim f (X) =1 onda je pravac y =1 njezina (desna/lijeva)
X—>+oo

horizontalna asimptota.
3. Kose asimptote

Ako za funkciju f postoji

tim ) _ ki im (£ —k - x) =1

X—>+o X X—>too

onda je pravac y = kx+1 njezina kosa asimptota.

2X
Primjer 1. Odredimo asimptote funkcije f(X) =
X

Rjesenje:
Odredimo prvo domenu funkcije:

Zbog nazivnika mora biti X —1# 0 = D;=R\ {1}

2

Vertikalna asimptota: Iirq f(x)=Ilim = o0 = X =1je vertikalna asimptota funkcije.
X—

x>l X —1

2

Horizontalna asimptota: lim f(x) = lim = 00 = funkcija nema horizontalne asimptote.
X—>+o0

x>t X —1]

Kose asimptote:

2x°
k= lim +X) _ jim X=L i 22X

X—oto Y x>t Y x—to X —]

X—>*oo X—>to0l

. [ 2x? A ¢
| = lim(f(x)—k-x)= Ilm( 1—2-x]= lim == =2
= Yy =2X+ 2 je kosa asimptota.
Zadatak 1. Odredite asimptote (ako postoje) sljedecih funkcija.

a) f(x)=x*-5x

1
b) f(X)Z;



X
4+ x°
3—X
X2

o f(x)=

d f(x)=

e) f(x)=x-ex




7.1spitivanje tijeka funkcije. Graf funkcije

Postupak ispitivanja tijeka i crtanja grafa funkcije:

1. Odrediti domenu funkcije f.

2. Odrediti nultocke funkcije (sjeciSta grafa funkcije s osi apscisa) i sjeciste funkcije s osi
ordinata.

3. Uoditi svojstva funkcije (parnost/neparnost, periodi¢nost).
4. Odrediti asimptote funkcije (vertikalne, horizontalne/kose).
5. Odrediti intervale monotonosti i ekstreme funkcije.
a. Odrediti f'(x).
b. Rijesiti jednadzbu f'(X) = 0 tj. odrediti stacionarne tocke.

c. Napraviti tablicu s intervalima monotonosti i odrediti predznake f'(X) (intervale
odreduje domena i stacionarne tocke).

d. Odrediti tocke lokalnog minimuma/maksimuma.
6. Odrediti intervale konveksnosti/konkavnosti frunkcije.
a. Odrediti f"(x).
b. Rijesiti jednadzbu f"(X) =0 tj. odrediti tocke pregiba ili infleksije.

c. Napraviti tablicu s intervalima konveksnosti/konkavnosti i odrediti predznake
f "(X) (intervale odreduje domena i tocke pregiba).

7. Nacrtati graf funkcije.

2

Primjer 1. Ispitajmo tijek i nacrtajmo graf funkcije f(X) =—;
X

Rjesenje:

1. Domena funkcije:
Zbog nazivnika mora biti X* —4 # 0 = D=R\ {i 2}

2. Nultocke funkcije:

Rjesavamo jednadzbu f(X) = 0. Jednadzba = 0 nema rjesenja, pa nultocke ne

2

postoje.
Sjeciste s osi ordinata: Odredujemo f (0).
2 1 1
f(0) = = —— = graf funkcije sijeCe os ordinatau ——.
© 0% -4 2 2

3. f(—x) = f(X) =funkcija je parna (graf joj je simetri¢an s obzirom na os ordinata)

4. Asimptote funkcije:



5.

Vertikalna asimptota: lim f(x) = lim
X—>+2

x->+2 X — 4

= to0 = pravci X = —2, X = 2su veretikalne

asimptote funkcije.

Horizontalna asimptota: lim f(x) = lim — =0 = pravac y =0 je horizontalna

X—>+o0 x—t0 X — 4
asimptota.
Ako funkcija ima horizontalne asimptote nema kose.

Intervali monotonosti i ekstremi:

2 —4x
- Odredimo prvu defivaciju funkcije f: '(X) :( j =
X

- Odredimo stacionarne tocke.

4x
=0 % =0

- Nacrtamo tablicu i odredimo predznak prve derivacije.

f'x)=0<



-0 —2 0 2 +o0

predznak
+ + - -
f'(x)
f(x) 2 2 N N
funkcija u lokalni funkcija u
-2 nije maksimum 2 nije
definirana 1 definirana
0=
2

Na intervalima (—oo, —2), (—2,0) funkcija raste.

Na intervalima {0,2), (2, +o0) funkcija pada.

6. Intervali konveksnosti/konkavnosti:

!

—4x | _12x*+16

f-af) ey

Odredimo drugu defivaciju funkcije f: f"(X) =

Odredimo tocke infleksije.

12x? +16
(=

Nacrtamo tablicu s to¢kama prekida domene i odredimo predznak druge derivacije.

f"X)=0<

= 0 nema realnih nulto¢aka = nema toc¢aka infleksije.

) -2 2 +oco
predznak
f ”(X) - + -
f(x) konkavna konveksna konkavna

7. Crtamo graf funkcije.



ST - 1 4 x=2

SR v e e .
R ‘ "
- e

Zadatak 1. Ispitajte tijek i nacrtajte graf sljedecih funkcija.

a) f(x)=x*-3x

b) f(x):—1
X
X
f(x) =
o 1) 4+ x?
d) f(x)=3_2
X
1

e) f(x)=x-ex
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